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Lésungsvorschlag zu Aufgabe 2.1: Matrix-Rechenregeln

(a) @b="bd= >, aib;, aber es gilt z.B. fiir die 11-Komponente der Matrixprodukte

(AB)11 = Zalkbkh (BA)1n = Z bikak1-
k %

Insbesondere werden also zur Berechnung der 11-Komponente einmal die Werte ay1, ajo, ...
und einmal a11, as1, ... verwendet. Fiir nichtsymmetrische Matrizen ist dies nicht dquivalent.
Vergleicht man weiterhin z.B. die 12-Komponente, sieht man, dass selbst fiir symmetrische
Matrizen i.A. keine Komutativitat gilt!

(b) Beide Seiten der Gleichung fiithren auf die Komponenten

[(AB)C] i [é(B_C)L-j = Z Zaz‘kbkl%,
k1

so dass Assoziativitdt (Unabhéngigkeit von der Klammerung) gilt.

(c) é(5+ 0 = é5+ Ac  sowie A(B+C) = AB+ AC folgen direkt aus der elementweisen
Addition von Vektoren und Matrizen sowie der dahinterliegenden Distributivitit von Zah-
len beziiglich Addition und Multiplikation (“Ausmultiplizieren”). Dies wird durch direktes

Ausrechnen einzelner Komponentne offensichtlich.

(d) (é’)/ = A, da die Transposition Zeilen und Spalten vertauscht und damit doppeltes Tau-
schen den Ursprungszustand wiederherstellt.

(e) Es sei wieder die j-te Spalte von A’ (und damit die j-te Zeile von A) mit @; bezeichnet.
Dann gilt

sowie
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Hierbei wurde die Multiplikationsregel “Zeilen des ersten Objekts mal Spalten des zweiten
Objekts” symbolisch durch waagerechte bzw. senkrechte Striche angedeutet. Die Matrixre-
gel (A:B), = B'A’ geht analog.

Man kann es alternativ auch durch explizite Summenbildung zeigen. Fiir “Matrix mal Vektor
transponiert” ergibt sich fiir jede Komponente i:

(b/A/) Zbk &), Zbkalk - Zalkbk - <Ab> .

Die Zahlenwerte passen also. Ferner ist sowohl das Produkt “transponierter Vektor mal
Matrix” als auch “(Matrix mal Vektor) transponiert” ein transponierter Vektor, es passt
also auch die Art des Vektors.

Fiir “Matrix mal Matrix transponiert” ergibt sich fiir jede Komponente ¢j:

(élél)i]‘ = Z (ﬁl)zk (é/)kj = Z briajr = Z kbR = (A:B)]z = (A:B);]

k

f) Man konnte es durch direktes Ausrechnen zeigen. Eleganter ist es jedoch, die bereits her-
g g
geleitete Transpositionsregel (AB) = B'A’ sowie die Kippschalter-Eigenschaft (4’) = A
auf A = X und B = X' anzusetxen

[P
I
B
>
i<
"
1>
[><

(g) Die Einheitsmatrix 1 (manchmal auch als E bezeichnet) ist eine quadratische Matrix mit
Einsen auf den Diagonalelementen und Nullen sonst. Sie ist das “neutrale Element” der
Multiplikation und definiert die Matrixinverse quadratischer Matrizen A. Falls diese inver-
tierbar (“regular”) sind, gilt per Definition!.

AA= A4 =1
Ferner gilt natiirlich 1’ = 1. Insbesondere gilt damit
E=(474) =44

Dabei wurde die bereits hergeleitete Regel (AB)" = B’A’ fiir die Transposition von Pro-
dukten von Matrizen ausgenutzt.

Multipliziert man nun diese Gleichung von linkd] mit (é’)fl, erhilt man fiir die linke Seite

(&) E=

(a)".

'Man beachte, dass Multiplikation einer reguliren Matrix mit ihrer Inversen sowie eine Multiplikation von
quadratischen Matrizen mit der Einheitsmatrix die einzigen Félle sind, in denen die Matrixmultiplikation
kommutativ ist!

2Wegen der Nichtkommutativitit der allgemeinen Matrixmultiplikation muss man immer spezifizieren, ob man
“von links” oder “von rechts” multipliziert!
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Die rechte Seite ergibt

@) (a@n)=@) @) =@,

also (é’ ) = (é_l)/, was zu zeigen war. Im ersten Schritt der Auswertung der rechten
Seite wurde iibrigens die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation ausgenutzt.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 2.2: Matrix-Inversion

a b
det (c d) = ad — be

Die Matrixmultiplikation kann man per Hand z.B. mit dem Falkschen Schema durchfiih-
ren, welches die Multiplikationsregel

(a) Determinante:

(AB);; = i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B

formalisiert. Fiir 2 x 2-Matrizen lautet das Schema

e f

‘ g h
a b | aetbg af+bh
¢ d| cetcg cft+dh

. Hier ist die obere (d.h. in der Multiplikation rechts stehende) Matrix gleich A~', also

d f b c L a
e = = —— = —— = .
detA’ detA’ g detA’ detA
also z.B. i
T _ad—bc
(447), =aetby= b =1
Analog mit den weiteren Elementen, mit dem Ergebnis
1 (1 0\ _
g - <0 1/ é’
wie es fiir eine Matrixinverse zu fordern ist.
(b) Mit dem Falkschen Schema ldsst sich elementweise priifen, ob
a b ¢
d e f
g h i
ei-th  ch-bi bfce |1 0 0°
aei+bfg+cdhiafhfbdifceg fg-di ai-cg cd-af | 0 1 0
dh-eg bg-ah aebd |0 0 1
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Fiir das erste Element ist zu priifen, ob

a(ei — fh) +d(ch —bi) + g(bf —ce)
aei +bfg+ cdh — afh —bdi — ceg

(1)
gilt. In gleicher Weise ist mit den anderen Elementen zu verfahren.

(c) Nach Aufgabenstellung sind @y, @y und a3 die Spalten der Matrix A, wihrend die an-
gegebenen Kreuzprodukte proportional zu den Zeilen der Matrixinversen sind. Nach der
Matrixmultiplikationsregel “Zeile mal Spalte” erhilt man unter Verwendung der in der
Aufgabenstellungn angegebene Matrix é_l folgende schematische Darstellung:

1 — 62 X 53 —
Ailé ==V 35> — dzxd; — ap dp a3
= = d)-(d xas) .
— a1 Xay —
Fiir die erste Diagonalkomponente gilt
— - \/= = /= —
_ a2 X ag) ay aijlag X a
(a1a) = B2 @)@ @i(d xG)

- 11 5’1(52 X 63) a1(62 X a3)

und analog fiir die beiden anderen Diagonalkomponenten (man beachte die Ringtausch-
regel fiir die Determinante in der Aufgabenstellung).

Fiir die Nichtdiagonalelemente wird immer ein Kreuzprodukt mit einem der Vektoren des
Kreuzproduktes skalar mutlipliziert, was null ergibt. Beispielsweise

(A_lé) 19 XX (62 X 53)/52 = 0.

Weitere Info: Bedingungen fiir die Inversion einer Matrix
Es gibt im Wesentlichen zwei Bedingungen:

(i) Die Matrix muss quadratisch (n = m) sein, sonst konnte man nicht gleichzeitig A4~ =
E und é_lé = E schreiben (vgl. die Bedingungen an die Matrixdimensionen bei der
Matrixmultiplikation!)

(ii) Alle Zeilen (und Spalten) der Matrix miissen unabhéngig voneinander sein. Man darf also
nicht eine Zeile als Linearkombination anderer Zeilen schreiben konnen. Genau dann ist
namlich die Determinante—0 und das Inverse nicht definiert.

Letzteren Punkt kann man sich anhand der Darstellung der Inversen einer 3 x 3-Matrix durch
Zeilenvektoren der urspriinglichen Matrix schon klarmachen. Deren Determinante lautet be-
kanntlich

Deté = 61 . (62 X 53)

Kann man nun die erste Zeile von A als Linearkombination der beiden anderen Zeilen schreiben,
also
ay = Adg + pas, Ap€ R
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so gilt (unter Ausnutzung der Distributivitatsregeln)
Deté = A\ds - (62 X 53) + ,u63 . (62 X 53) =0,

da in beiden Summanden das Kreuzprodukt mit einem der beiden daran beteiligten Vektoren
skalar multipliziert wird, was bekanntlich null ergibt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.3: Matrix-Ableitungsregeln
: 8 (ar=).
Ableitung %5 (ﬂ a>.
% (Zj 53‘%‘) ag

o /=
e <ﬁ/ ) 5) = : - ; -
B % (Z] 5]'%‘) ag

l

Ableitung (% (57 ég) unter Beachtung der Produktregel:
5 (32 S0 B Aubn)

53 (32, Sk it
>k AokBr + 225 BiAjo

>k Ak B " > BiAjg
- 45+ 47
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