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Allgemeines

Vor den eigentlichen Aufgaben werden zunichst einige Konventionen und Bezeichnungsweisen
fiir das Rechnen mit Vektoren (fette kursive Kleinbuchstaben) und Matrizen (fette serifenlose
Groftbuchstaben) vereinbart:

(1) Vektoren und Matrizen

“Normaler” Vektor = Spaltenvektor @ mit n Komponenten:

a1

“n x 1-Matrix”

S
I

Qnp,
Zeilenvektor = transponierter Spaltenvektor:
a = (ay, - ,an) “1 x n-Matrix”
n X m-Matrix, also eine Matrix mit n Zeilen und m Spalten.

app - Gim
A=| ¢ I “n x m-Matrix”

anlt .. QAupm

Transponierte Matrix: Die Zeilen und Spalten werden vertauscht (der transponierte Vektor von
oben ist ein Sonderfall dieser Regel).

é/ = (é/)ij = Qji-
AQlm -+ Qpm

Einheitsmatrix £ (neutrales Element beziiglich der Multiplikation quadratischer Matrizen):

0

N

é:

[BS

0
0 Esgilt A-E=E-
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0
Matrixinverse éfl einer quadratischen Matrix A:

A*l‘A:é‘éflz

lis>

(Man beachte, dass im Allgemeinen bei der Matrixmultiplikation keine Kommutativitéit gilt!)
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(2) Additionen und Multiplikationen (die Punkte fiir Skalar- und
Matrixprodukte werden spiter teils weggelassen)

Operation Definition Bedingung Ergebnis
. Vektor mit
Vektoraddition <(i + b) =a; + b; Ng = Ny n, Komponen-
’ ten
Matrixaddition (é + é)w = a;j + b;j ngA=ng, ma=mpg | nag X ma-Matrix
Zahlen- o . Vektor bzw.
multiplikation (cd); = cai, (Cé)l - i keine Matrix
. n
Skalarprodukt | @ -b= > a;b; Ng = Np Zahl (“Skalar”)
i=1
agbg — a3b2
Vektorprodukt |ad x b= | agb; —aibs3 Ng =np =3 3-Vektor
albg — a2b1

Dyadisches ai bl a1bn,

(Tensor-) V= : keine ng X np - Matrix
Produkt G, bl n, bnb

i A= -Matri

Matrix <A Z aib; A n X m-Matrix, n-Vektor

mal Vektor = i b = m-Vektor

Matrix- m A = n x m-Matrix, )
multiplikation 4-5) i k§1 aikbk; B =m x k - Matrix n x k-Matrix

Ein n-Vektor ist formal nichts anderes als eine n x 1-Matrix und ein entsprechender Zeilenvektor

eine 1 x n-Matrix. Damit sind die Rechenregeln fiir Skalar- und dyadische bzw. Tensorprodukte
sowie die Regel fiir “Matrix mal Vektor” (und natiirlich die gewohnliche Zahlenmultiplikation)
nichts anderes als Sonderfélle der Matrixmultiplikation!
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Aufgabe 2.1: Matrix-Rechenregeln

Zeigen Sie durch Ausrechnen der linken und rechten Seiten, dass folgende Rechenregeln gelten:

(a) Kommutativitit bei Skalarprodukten, a’ b = V'@, aber im Allgemeinen keine Kommutativi-
tit bei Matrixprodukten: AB # BA

(b) Assoziativitit bei Matrixprodukten: (AB)C = A(BC)

S

(c) Distributivitdt bei diversen Produkten: A(
sowie A(B+C)=AB+ AC

+3) = Ab+ A

(d) “Kippschalter-Eigenschaft” der Transposition: (é’ )/ =A

N

(e) Transpositionsregeln (éb) = V' A sowie (AB)' = B'A’
(f) Fiir beliebige n x m-Matrizen X ist X'X eine symmetrische m x m-Matrix, also
/ o /
(é é)w - (é é)]z

(g) Fiir beliebige reguldre Matrizen A kann man die Operationen der Inversion und der Trans-

position vertauschen, also (é’) T (é_l),.

Aufgabe 2.2: Matrix-Inversion

(a) Geben Sie die Determinante der 2 x 2 Matrix
_fa b
~\c d)’

an. Zeigen Sie durch Matrixmultiplikation, dass die Inverse dieser Matrix gegeben ist

durch .
<a b) 1 (d —b>. "
c d deté —c a

(b) (zu Hause als Ubung) zeigen Sie duch Einsetzen in A - é_l = I, dass fiir 3 x 3-Matrizen
allgemein gilt

[ES

—1

. ) ei—fh ch—bi bf—ce
i e f| - — : fg—di ai—cg cd—af
g h i aei +bfg+cdh —afh —bdi — ceg dh —eg bg—ah ae— bd
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Aufgabe 2.3: Matrix-Ableitungsregeln

=,

Auch das fortlaufende Ableiten einer (Skalar-)Funktion f(f) nach den einzelnen Komponenten
[ des Parametervektors kann man kompakt in Vektor-Notation schreiben:

Zeigen Sie durch Anwendung auf fl(g) = A'@ und fg(ﬁ) = E’éﬁ (@ und A sind nicht von
B abhéngige Vektoren bzw. Matrizen geeigneter Dimension), dass folgende Ableitungregeln
gelten:

sowie
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