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Allgemeines

Sie müssen in der Klausur keine Di�erenzialgleihungen Lösen! Sie sollten aber shon, wie in

dieser Lösung gezeigt, di�erenzieren können, einshlieÿlih Produkt- und Kettenregel.

Auf Wunsh einiger Studenten hier ein allgemeiner Fahrplan zur Lösung bzw Analyse von

Modellen beshränkten Wahstums. Dazu bietet sih das Modell der Aufgabe 3.1 bzw

3.2d an, da es allgemeiner ist als das in 3.2a-3.2 (letzteres ist der Spezialfall einer Sättigung

bei β2 = 1)

1. Sahverhalt beshränktes Wahstum: Eine Wahstumsgröÿe (endogene Variable!) x(t)
hat eine anfänglihe relative Wahstumsrate β1 und eine Sättigung beim Wert β2. Die
absolute Wahstumsrate

dx
dt
, also Änderung von x mit der Zeit, hängt dann vom aktuellen

Wert x selbst ab und ist im einfahsten, hier ausshlieÿlih betrahteten Fall gegeben durh

dx

dt
= β1x

(

1−
x

β2

)

.

Die mathematishe Form einer Di�erenzialgleihung kommt also direkt aus dem Sahver-

halt!

2. Transformation: Dieses Modell kann immer durh Transformation der endogenen Varia-

blen

y =
x

β2 − x

in ein Modell unbeshränkten Wahstums mit derselben relativen Wahstumsrate β1
umgewandelt werden:

dy

dt
= β1y

Ist die Sättigung bekannt und bei β2 = 1 (z.B. Infektionsausbreitung), dann nennt man

y = x/(1− x) auh das odds ratio.

3. Dieses Modell unbeshränkten Wahstums wird immer durh die Exponentialfunktion

y(t) = y0 eβ1t

gelöst bzw ist zu dieser äquivalent. Die Lösung solher Di�erenzialgleihungen hat immer

einen freien Parameter, hier den Anfangswert y0 = y(0), also y(t) zum Anfangszeitpunkt

t = 0.
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In manhen Problemstellungen ist niht die Wahstumsrate β1 sondern der Wahstums-

faktor R vorgegeben, der den Quotient der Wahstumsgröÿe y in aufeinanderfolgenden

Zeitspannen der Länge τ angibt:

R =
y(t+ τ)

y(t)
=

y0 eβ1t+τ

y0 eβ1t
= eβ1τ .

Ist R vorgegeben, lässt sih umgekehrt β1 = 1/τ lnR berehnen.

4. Rüktransformation: Mit der Lösung des Modells unbeshränkten Wahstums in y ist

durh Rüktransformation auh das Modell beshränkten Wahstums in x gelöst:

y =
x

β2 − x
⇒ x =

β2y

1 + y
, x(t) =

β2y(t)

1 + y(t)
=

β2y0 eβ1t

1 + y0 eβ1t

wobei natürlih auh der Anfangswert für y aus dem für x berehnet werden muss: y0 =
x0/(β2 − x0). Voilà!

Aufgabe 3.1: Ausbreitung einer neuen Tehnologie

Das SI-Modell der Infektionsdynamik ist ein Spezialfall der Prozesse mit beshränkten Wahs-

tum, die beim Aufkommen und der Durhsetzung eines neuen Produkts zum Tragen kommen

und durh die Di�erenzialgleihung

dx

dt
= β1x

(

1−
x

β2

)

bzw die Di�erenzengleihung

x(t+ τ) = Rx(t)

(

1−
x(t)

β2

)

beshrieben werden

(a) Unter welhen Bedingungen wird dies angenähert ein Modell des unbeshränkten Wahs-

tums? Was bedeutet also der Parameter β1?

(b) Charakterisieren Sie die Parameter β2 und R

() Stellen Sie nun eine Beziehung zwishen β1 und R im Grenzfall unbeshränkten Wahstums

her.

(d) Es sei nun x(t) die Nahfrage (Fahrten pro Person und Jahr) des neue Modus �mietbarer

E-Sooter�. In den ersten drei Jahren seit Zulassung war die Nahfrage 0.1 bzw. 0.4 bzw

1.4 Fahrten pro Person und Jahr. Begründen Sie, dass sih der E-Sooter im ersten Jahr

noh in der unbeshränkten Wahstumsphase be�ndet und shätzen Sie (ohne Regressions-

rehnung) R bzw β1

www.mtreiber.de/Vkoek_Ba Verkehrsökonometrie SS 2024 Übung 3, Seite 2



Fakultät Verkehrswissenshaften �Friedrih List� Professur für Ökonometrie und Statistik, insbes. im Verkehrswesen

(e) In einem anderen vergleihbaren Land sind E-Sooter shon länger zugelassen und die

exponentielle Wahstumsrate hat sih bei x = 4Fahrten/Jahr shon halbiert. Shätzen Sie

aus dieser Information β2

(f) Stellen Sie eine Di�erentialgleihung für das verallgemeinerte Odds-Ratio y = x/(β2 − x)
auf und zeigen Sie, dass das auf die Gleihung

dy
dt

= β1y mit der Lösung y = y0e
β1t

führt.

(g) Geben Sie nun die Lösung für x(t) an und prognostizieren Sie mit dem Modell die Nahfrage

nah E-Sootern im Jahr 10, also in 7 Jahren

Aufgabe 3.2: Ausbreitung einer neuen Mutante bzw. Ersetzung einer alten

durh eine neue Tehnologie

Das gesamte Infektionsgeshehen (Zahl x der Neuinfektionen pro Wohe) bzw. das gesamte

Marktsegment der Kraftfahrzeuge (Zahl x der Neuwagenkäufe pro Jahr) hat gemeinsame Be-

shränkungen auf eine Zahl x = β2 wie in Aufgabe 1 (durh die Herdenimmunität bzw wenn

jeder bereits ein Auto hat). Für die Dynamik der Verdrängung des Wildtyps bzw der alten Teh-

nologie x1 durh eine Mutante/neue Tehnologie x2 kürzt sih diese gemeinsame Beshränkung

x1+x2 ≤ β2 heraus, wenn man sih wieder die Dynamik des Quotienten (odds ratio) anshaut:

x2(t+ τ)

x1(t+ τ)
=

R2x2(t)

R1x1(t)

(a) Stellen Sie die Di�erenzengleihung für y(t+ τ) = x2(t+ τ)/x1(t+ τ) auf und zeigen Sie,

dass die umgeformte Di�erentialgleihung

dy
dt

= µy den Parameter µ = 1/τ ln(R2/R1) hat

(b) Um die gemeinsame Beshränkung auf x1 + x2 ≤ β2 zu berüksihtigen, wird das Ver-

hältnis y = x2/x1 = r/(1 − r) nun in den �Marktanteil� r = x2/(x1 + x2) der neuen

Mutation/Tehnologie umgewandelt. Geben Sie die Zeitentwiklung des Marktanteils r(t)
für den Anfangswert r(0) = r0 bzw y0 = r0/(1 − r0) an

() Am 21. Januar 2022 war der Anteil der Virusmutation Omiron 3.6% und am 18. Februar

2022 25.9%. Wie groÿ ist das Verhältnis R2/R1 der Wahstumsfaktoren der britishen

Mutation (pro Tag) gegenüber den anderen Virusvarianten? Wie hoh ist gemäÿ demModell

der Omiron-Anteil am 18. März und am 15. April 2022?

(d) Der Anteil der Fahrzeuge mit alternativen Antrieben (BEV, Wassersto�, Power2Liquid et)

an den jährlihen Neukäufen ist zur Zeit bei etwa 7% (Verkäufe 2020) und wuhs in den

letzten Jahren um etwa 60% jährlih (abgezogen sind Sondere�ekte durh die Kaufprämie).

Die obere Grenze liegt bei etwa 80%. Shätzen Sie aus diesen Daten die Parameter für ein

Modell beshränkten Wahstums und prognostizieren Sie den Anteil im Jahr 2030.
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