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Allgemeines

Sie missen in der Klausur keine Differenzialgleichungen Lésen! Sie sollten aber schon, wie in
dieser Losung gezeigt, differenzieren kénnen, einschliefslich Produkt- und Kettenregel.

Auf Wunsch einiger Studenten hier ein allgemeiner Fahrplan zur Losung bzw Analyse von
Modellen beschrinkten Wachstums. Dazu bietet sich das Modell der Aufgabe 3.1 bzw
3.2d an, da es allgemeiner ist als das in 3.2a-3.2c¢ (letzteres ist der Spezialfall einer Sattigung
bei ,82 = 1)

1. Sachverhalt beschrinktes Wachstum: Eine Wachstumsgrofe (endogene Variable!) x(t)
hat eine anféngliche relative Wachstumsrate $; und eine Sdttigung beim Wert ;. Die
dx

absolute Wachstumsrate g, also Anderung von z mit der Zeit, hiingt dann vom aktuellen

Wert z selbst ab und ist im einfachsten, hier ausschlieflich betrachteten Fall gegeben durch

dx x

= = 1— 2.

7= (1-5)
Die mathematische Form einer Differenzialgleichung kommt also direkt aus dem Sachver-
halt!

2. Transformation: Dieses Modell kann immer durch Transformation der endogenen Varia-

blen
T

T B
in ein Modell unbeschrinkten Wachstums mit derselben relativen Wachstumsrate S
umgewandelt werden:

Y

dy

i By
Ist die Séttigung bekannt und bei 2 = 1 (z.B. Infektionsausbreitung), dann nennt man
y =x/(1 — x) auch das odds ratio.

3. Dieses Modell unbeschrinkten Wachstums wird immer durch die Exponentialfunktion

y(t) = yo e

gelost bzw ist zu dieser dquivalent. Die Losung solcher Differenzialgleichungen hat immer
einen freien Parameter, hier den Anfangswert yo = y(0), also y(¢) zum Anfangszeitpunkt
t=0.
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In manchen Problemstellungen ist nicht die Wachstumsrate ; sondern der Wachstums-
faktor R vorgegeben, der den Quotient der Wachstumsgrofe y in aufeinanderfolgenden
Zeitspannen der Linge 7 angibt:

yt+71)  yo N7
R p— p—
y(t) yo et

At

=€

Ist R vorgegeben, ldsst sich umgekehrt 51 = 1/7Iln R berechnen.

4. Riicktransformation: Mit der Losung des Modells unbeschréinkten Wachstums in y ist
durch Riicktransformation auch das Modell beschriankten Wachstums in x gelost:

x By () = Bay(t) — Bayo P

f - T = s g e
Y P2 —x 1+y L+y(t) 14y et

wobei natiirlich auch der Anfangswert fiir y aus dem fiir x berechnet werden muss: yo =
xo/(ﬁg - ,I()). Voila!

Aufgabe 3.1: Ausbreitung einer neuen Technologie

Das SI-Modell der Infektionsdynamik ist ein Spezialfall der Prozesse mit beschrankten Wachs-
tum, die beim Aufkommen und der Durchsetzung eines neuen Produkts zum Tragen kommen
und durch die Differenzialgleichung

dx x

g 1 - —

a = ( ﬁ2>

bzw die Differenzengleichung

z(t+ 1) = Ra(t) ( - %)

beschrieben werden

(a) Unter welchen Bedingungen wird dies angendhert ein Modell des unbeschrinkten Wachs-
tums? Was bedeutet also der Parameter (17

(b) Charakterisieren Sie die Parameter 8 und R

(c) Stellen Sie nun eine Beziehung zwischen 1 und R im Grenzfall unbeschréinkten Wachstums
her.

(d) Es sei nun z(t) die Nachfrage (Fahrten pro Person und Jahr) des neue Modus “mietbarer
E-Scooter”. In den ersten drei Jahren seit Zulassung war die Nachfrage 0.1 bzw. 0.4 bzw
1.4 Fahrten pro Person und Jahr. Begriinden Sie, dass sich der E-Scooter im ersten Jahr
noch in der unbeschrankten Wachstumsphase befindet und schétzen Sie (ohne Regressions-
rechnung) R bzw [
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(e) In einem anderen vergleichbaren Land sind E-Scooter schon langer zugelassen und die
exponentielle Wachstumsrate hat sich bei = 4 Fahrten/Jahr schon halbiert. Schétzen Sie
aus dieser Information (39

(f) Stellen Sie eine Differentialgleichung fiir das verallgemeinerte Odds-Ratio y = x/(f2 — )
auf und zeigen Sie, dass das auf die Gleichung % = B1y mit der Losung y = yoe®'? fiihrt.

(g) Geben Sie nun die Losung fiir z(¢) an und prognostizieren Sie mit dem Modell die Nachfrage
nach E-Scootern im Jahr 10, also in 7 Jahren

Aufgabe 3.2: Ausbreitung einer neuen Mutante bzw. Ersetzung einer alten
durch eine neue Technologie

Das gesamte Infektionsgeschehen (Zahl x der Neuinfektionen pro Woche) bzw. das gesamte
Marktsegment der Kraftfahrzeuge (Zahl xz der Neuwagenkiufe pro Jahr) hat gemeinsame Be-
schrinkungen auf eine Zahl x = 85 wie in Aufgabe 1 (durch die Herdenimmunitét bzw wenn
jeder bereits ein Auto hat). Fiir die Dynamik der Verdringung des Wildtyps bzw der alten Tech-
nologie x1 durch eine Mutante/neue Technologie x4 kiirzt sich diese gemeinsame Beschréinkung
x1+x9 < B heraus, wenn man sich wieder die Dynamik des Quotienten (odds ratio) anschaut:

aig(t + 7') . R2$2(t)
xl(t + 7') - Rlxl(t)

(a) Stellen Sie die Differenzengleichung fiir y(¢t + 7) = x2(t + 7)/21(t + 7) auf und zeigen Sie,
dass die umgeformte Differentialgleichung i—t = py den Parameter p = 1/71In(R2/Ry) hat

(b) Um die gemeinsame Beschrinkung auf x; + o < f2 zu beriicksichtigen, wird das Ver-
héltnis y = z9/x1 = 7/(1 — r) nun in den “Marktanteil” r = x5/(z1 + z2) der neuen
Mutation/Technologie umgewandelt. Geben Sie die Zeitentwicklung des Marktanteils r(t)
fiir den Anfangswert r(0) = 9 bzw yo = ro/(1 —19) an

(c) Am 21. Januar 2022 war der Anteil der Virusmutation Omicron 3.6 % und am 18. Februar
2022 25.9%. Wie grof ist das Verhiltnis Ro/R; der Wachstumsfaktoren der britischen
Mutation (pro Tag) gegeniiber den anderen Virusvarianten? Wie hoch ist geméf dem Modell
der Omicron-Anteil am 18. Mérz und am 15. April 20227

(d) Der Anteil der Fahrzeuge mit alternativen Antrieben (BEV, Wasserstoff, Power2Liquid etc)
an den jihrlichen Neukdufen ist zur Zeit bei etwa 7% (Verkdufe 2020) und wuchs in den
letzten Jahren um etwa 60 % jéhrlich (abgezogen sind Sondereffekte durch die Kaufpramie).
Die obere Grenze liegt bei etwa 80 %. Schiatzen Sie aus diesen Daten die Parameter fiir ein
Modell beschrinkten Wachstums und prognostizieren Sie den Anteil im Jahr 2030.
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