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Allgemeines

Sie müssen in der Klausur keine Di�erenzialglei
hungen Lösen! Sie sollten aber s
hon, wie in

dieser Lösung gezeigt, di�erenzieren können, eins
hlieÿli
h Produkt- und Kettenregel.

Auf Wuns
h einiger Studenten hier ein allgemeiner Fahrplan zur Lösung bzw Analyse von

Modellen bes
hränkten Wa
hstums. Dazu bietet si
h das Modell der Aufgabe 3.1 bzw

3.2d an, da es allgemeiner ist als das in 3.2a-3.2
 (letzteres ist der Spezialfall einer Sättigung

bei β2 = 1)

1. Sa
hverhalt bes
hränktes Wa
hstum: Eine Wa
hstumsgröÿe (endogene Variable!) x(t)
hat eine anfängli
he relative Wa
hstumsrate β1 und eine Sättigung beim Wert β2. Die
absolute Wa
hstumsrate

dx
dt
, also Änderung von x mit der Zeit, hängt dann vom aktuellen

Wert x selbst ab und ist im einfa
hsten, hier auss
hlieÿli
h betra
hteten Fall gegeben dur
h

dx

dt
= β1x

(

1−
x

β2

)

.

Die mathematis
he Form einer Di�erenzialglei
hung kommt also direkt aus dem Sa
hver-

halt!

2. Transformation: Dieses Modell kann immer dur
h Transformation der endogenen Varia-

blen

y =
x

β2 − x

in ein Modell unbes
hränkten Wa
hstums mit derselben relativen Wa
hstumsrate β1
umgewandelt werden:

dy

dt
= β1y

Ist die Sättigung bekannt und bei β2 = 1 (z.B. Infektionsausbreitung), dann nennt man

y = x/(1− x) au
h das odds ratio.

3. Dieses Modell unbes
hränkten Wa
hstums wird immer dur
h die Exponentialfunktion

y(t) = y0 eβ1t

gelöst bzw ist zu dieser äquivalent. Die Lösung sol
her Di�erenzialglei
hungen hat immer

einen freien Parameter, hier den Anfangswert y0 = y(0), also y(t) zum Anfangszeitpunkt

t = 0.
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In man
hen Problemstellungen ist ni
ht die Wa
hstumsrate β1 sondern der Wa
hstums-

faktor R vorgegeben, der den Quotient der Wa
hstumsgröÿe y in aufeinanderfolgenden

Zeitspannen der Länge τ angibt:

R =
y(t+ τ)

y(t)
=

y0 eβ1t+τ

y0 eβ1t
= eβ1τ .

Ist R vorgegeben, lässt si
h umgekehrt β1 = 1/τ lnR bere
hnen.

4. Rü
ktransformation: Mit der Lösung des Modells unbes
hränkten Wa
hstums in y ist

dur
h Rü
ktransformation au
h das Modell bes
hränkten Wa
hstums in x gelöst:

y =
x

β2 − x
⇒ x =

β2y

1 + y
, x(t) =

β2y(t)

1 + y(t)
=

β2y0 eβ1t

1 + y0 eβ1t

wobei natürli
h au
h der Anfangswert für y aus dem für x bere
hnet werden muss: y0 =
x0/(β2 − x0). Voilà!

Aufgabe 3.1: Ausbreitung einer neuen Te
hnologie

Das SI-Modell der Infektionsdynamik ist ein Spezialfall der Prozesse mit bes
hränkten Wa
hs-

tum, die beim Aufkommen und der Dur
hsetzung eines neuen Produkts zum Tragen kommen

und dur
h die Di�erenzialglei
hung

dx

dt
= β1x

(

1−
x

β2

)

bzw die Di�erenzenglei
hung

x(t+ τ) = Rx(t)

(

1−
x(t)

β2

)

bes
hrieben werden

(a) Unter wel
hen Bedingungen wird dies angenähert ein Modell des unbes
hränkten Wa
hs-

tums? Was bedeutet also der Parameter β1?

(b) Charakterisieren Sie die Parameter β2 und R

(
) Stellen Sie nun eine Beziehung zwis
hen β1 und R im Grenzfall unbes
hränkten Wa
hstums

her.

(d) Es sei nun x(t) die Na
hfrage (Fahrten pro Person und Jahr) des neue Modus �mietbarer

E-S
ooter�. In den ersten drei Jahren seit Zulassung war die Na
hfrage 0.1 bzw. 0.4 bzw

1.4 Fahrten pro Person und Jahr. Begründen Sie, dass si
h der E-S
ooter im ersten Jahr

no
h in der unbes
hränkten Wa
hstumsphase be�ndet und s
hätzen Sie (ohne Regressions-

re
hnung) R bzw β1
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(e) In einem anderen verglei
hbaren Land sind E-S
ooter s
hon länger zugelassen und die

exponentielle Wa
hstumsrate hat si
h bei x = 4Fahrten/Jahr s
hon halbiert. S
hätzen Sie

aus dieser Information β2

(f) Stellen Sie eine Di�erentialglei
hung für das verallgemeinerte Odds-Ratio y = x/(β2 − x)
auf und zeigen Sie, dass das auf die Glei
hung

dy
dt

= β1y mit der Lösung y = y0e
β1t

führt.

(g) Geben Sie nun die Lösung für x(t) an und prognostizieren Sie mit dem Modell die Na
hfrage

na
h E-S
ootern im Jahr 10, also in 7 Jahren

Aufgabe 3.2: Ausbreitung einer neuen Mutante bzw. Ersetzung einer alten

dur
h eine neue Te
hnologie

Das gesamte Infektionsges
hehen (Zahl x der Neuinfektionen pro Wo
he) bzw. das gesamte

Marktsegment der Kraftfahrzeuge (Zahl x der Neuwagenkäufe pro Jahr) hat gemeinsame Be-

s
hränkungen auf eine Zahl x = β2 wie in Aufgabe 1 (dur
h die Herdenimmunität bzw wenn

jeder bereits ein Auto hat). Für die Dynamik der Verdrängung des Wildtyps bzw der alten Te
h-

nologie x1 dur
h eine Mutante/neue Te
hnologie x2 kürzt si
h diese gemeinsame Bes
hränkung

x1+x2 ≤ β2 heraus, wenn man si
h wieder die Dynamik des Quotienten (odds ratio) ans
haut:

x2(t+ τ)

x1(t+ τ)
=

R2x2(t)

R1x1(t)

(a) Stellen Sie die Di�erenzenglei
hung für y(t+ τ) = x2(t+ τ)/x1(t+ τ) auf und zeigen Sie,

dass die umgeformte Di�erentialglei
hung

dy
dt

= µy den Parameter µ = 1/τ ln(R2/R1) hat

(b) Um die gemeinsame Bes
hränkung auf x1 + x2 ≤ β2 zu berü
ksi
htigen, wird das Ver-

hältnis y = x2/x1 = r/(1 − r) nun in den �Marktanteil� r = x2/(x1 + x2) der neuen

Mutation/Te
hnologie umgewandelt. Geben Sie die Zeitentwi
klung des Marktanteils r(t)
für den Anfangswert r(0) = r0 bzw y0 = r0/(1 − r0) an

(
) Am 21. Januar 2022 war der Anteil der Virusmutation Omi
ron 3.6% und am 18. Februar

2022 25.9%. Wie groÿ ist das Verhältnis R2/R1 der Wa
hstumsfaktoren der britis
hen

Mutation (pro Tag) gegenüber den anderen Virusvarianten? Wie ho
h ist gemäÿ demModell

der Omi
ron-Anteil am 18. März und am 15. April 2022?

(d) Der Anteil der Fahrzeuge mit alternativen Antrieben (BEV, Wassersto�, Power2Liquid et
)

an den jährli
hen Neukäufen ist zur Zeit bei etwa 7% (Verkäufe 2020) und wu
hs in den

letzten Jahren um etwa 60% jährli
h (abgezogen sind Sondere�ekte dur
h die Kaufprämie).

Die obere Grenze liegt bei etwa 80%. S
hätzen Sie aus diesen Daten die Parameter für ein

Modell bes
hränkten Wa
hstums und prognostizieren Sie den Anteil im Jahr 2030.
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